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近年、中間周波数帯 (300 Hz - 10 MHz)[2]の電磁界の利用拡大に伴い、それらの機器から
発せられる電磁界による生体影響について関心が高まっている [3][4]。中間周波数帯における
電磁界の生体影響には熱作用と刺激作用があり、国際非電離放射防護委員会 (ICNIRP)のガ


















































SPFD法では、式 (2.1)、式 (2.2)の Maxwell方程式からなる式 (2.3)を支配方程式と
する。
rE =  j!B (2.1)
rB = ( + j!")E (2.2)
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図 2.1: ボクセルの節点配置
このとき,式 (2.4)のインデックス r = 0  6は図 2.1に対応しており、ある節点のスカラー
ポテンシャルを  0、それに隣接する節点のスカラーポテンシャルを  r (r = 1  6) とし
ている。また、A0rは節点 0  r間の磁気ベクトルポテンシャル、Srは節点 0  r間の辺に
隣接する 4つのボクセルの値を平均化した導電率 Avg、誘電率 "Avg を用いて式 (2.5)の
ように表わされる。




















Sr r = 0 (2.7)
式 (2.7)の方程式を生体内の導電率が 0でない全てのボクセルの節点で立てる。すなわち、
節点数N のとき、スカラーポテンシャル  を未知数とするN 元連立一次方程式が成り立






界Eはスカラーポテンシャル  とベクトルポテンシャルAを用いて式 (2.8)のように求
められる。
E =  r   j!A (2.8)
電界ばく露の寄与のみ考える場合はベクトルポテンシャルAを無視するため、電界は式
(2.9)で求められる。
E =  r (2.9)
式 (2.9)を差分化すると電界の各成分Ex,Ey,Ezはそれぞれ式 (2.10),式 (2.11),式 (2.12)と
なる。
Ex =   i+1;j;k    i;j;k

(2.10)
Ey =   i;j+1;k    i;j;k

(2.11)
Ez =   i;j;k+1    i;j;k

(2.12)
この時の電界、スカラーポテンシャルの位置関係は図 2.3 のようになっており、式 (2.10){
(2.12)で求められる電界は節点間の電界を表している。i,j,kは離散空間における位置座標
x,y,z を表している。






J  n^ = j!s (2.13)
なお、J は電流密度、sは電荷密度、n^は人体表面での単位法線ベクトルを表している。
表面電荷は式 (2.14)のガウスの法則から式 (2.15)のように表される。
r  "E =  (2.14)
s = "0E  n^ (2.15)
式 (2.15)を式 (2.13)に代入すると、境界条件は式 (2.16)と表される。
J  n^ = j!"0E  n^ (2.16)
したがって、境界条件の表面から流れ込む電流を求めるためには表面電界を求めれば良い。
この境界条件は、離散化された格子回路網では、図 2.4のように電流源で表される。表面
電界Eから電流値を計算し、式 (2.17)のように電流値 I を求める。

























Ax = b (2.18)
行列形式で表した連立一次方程式は未知数の解ベクトル x、未知数にかかる係数の係数行
列A、定数項の右辺ベクトル bで表現される。SPFD法の連立一次方程式を行列形式で表







ラーポテンシャル  r (r = 1  6) の係数はそれぞれ Sr (r = 1  6)となり、それ以外の
スカラーポテンシャルの係数は 0となる。したがって、図 2.5のように対角成分と 6つの
非対角成分からなる行列構造となる。この行列は節点数がN であるとき、N N の対称
行列となる。なお、SPFD法の計算領域が直方体領域である場合は、図 2.5のように帯行
列となるが、図 2.6のようなモデルを用いるときは直方体領域ではないため、図 2.7 のよ
うにモデル形状に依存した行列構造となる。














辺ベクトルの i番目の要素 biは式 (2.19)のように係数行列の i行目の行ベクトル ai と解
ベクトル xの内積で表すので、要素和は式 (2.20)のように表すことができる。
bi = ai  x (2.19)
NX
i
bi = a1  x+ a2  x+   + aN  x
= (a1 + a2 +   + aN )  x (2.20)
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krkL2 = kb AxkL2 (2.21)
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残差ノルムを反復計算により解ベクトル xを更新し、徐々に減衰させ、十分小さくなった
とき計算を打ち切り、数値解を得る。解が存在する場合 krkL2 = 0 となる解が存在する。






勾配法を用いた。また、右辺ベクトルの L2ノルムが 6:05 10 6であるのに対し、要素和
が 10 18である場合と誤差を意図的に加え要素和を 10 8とした場合の計算を表 2.1の計
算条件のもとでそれぞれ行った。
反復計算による相対残差ノルムの減衰は図 2.9のようになった。なお、この時の相対残
差ノルムは、残差ノルムを右辺ベクトルの L2ノルム kbkL2 で正規化した値を用いるこ
ととした。右辺ベクトルの要素和が十分小さい時の相対残差ノルムは今回定めた収束基











セルサイズ [mm3] 2 2 2
計算領域 [cells] 104 104 104
相対残差ノルム 1:0 10 6

















Sr r = 0 (2.22)
 0 = 0 (2.23)













総和が 10 18 のである時に求められた誘導電界強度を基準とした時の相対差分布を図 2.12
に示す。なお、相対差は式 (2.24) のように計算した。
相対差 [%] =
電界強度 (Itotal = 10 8) 電界強度 (Itotal = 10 18)
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連立一次方程式Ax = bの残差ノルムが最小である時の残差ベクトルを rminとし，そ
の時の解ベクトルを xとすると，これらは式 (3.1)を満たす．
rmin = b Ax (3.1)
式 (3.1)を整理すると，式 (3.2)となる．
Ax = b  rmin (3.2)
式 (3.2)は係数行列A，右辺ベクトル b rminの連立一次方程式と考えることができ、残差
ノルムを最小とする解ベクトルx を解として持つ。この連立一次方程式を解けば残差ノル
ム最小の解を得ることができる．補正後の右辺ベクトル ~bを元の連立一次方程式Ax = b
から得るために必要な演算は式 (3.3)のみなので，rminを予め求めることが出来れば、様々
な解法に適用可能であると予想される．
~b = b  rmin (3.3)
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3.3 残差ノルムの最小値及び残差ベクトル
式 (3.3)の補正を行うためには予め rminを求めておく必要がある。そこで、SPFD法に
おけるN 元連立一次方程式Ax = bの残差ノルム krkL2の最小値及びその時の残差ベク
トル rを考える．
残差ノルムの定義は式 (3.4)であり，残差ベクトルの i番目の要素 riは右辺ベクトル b，
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aij = 0 (3.9)
NX
i
aij = 0 (3.10)
したがって，第 2項は 0となる．式 (3.7)，(3.10)を式 (3.8)に代入すると式 (3.11)となる．
NX
i










ri   Itotal (3.12)













関数 f(r)が最小となる rを求めるためには式 (3.14)，(3.15)の連立方程式を解けばよい．
@L
@ri
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3.4 補正の実装方法
補正を用いる場合、SPFD法の計算は図 3.1のような流れで行う。はじめに電流の総和
Itotalと要素数N から式 (3.18)と計算し、rminを求める。そして、求められた rminを用
いて右辺ベクトル bを式 (3.3) のように補正する。この補正をC言語で実装する場合以下
のように記述できる。
ソースコード 3.1: C言語で実装された補正 (bは右辺ベクトルNは要素数を表す)
1 / 電流の総和を計算する /
2 I total = 0.0;
3 for(i = 0;i < N;i++) I total += b[i];
4
5 / 残差ノルム最小の時の残差ベクトルを計算する /
6 rmin = I total/N;
7
8 / 補正を行う /







!" # !$ %&'(
*+,-./0.1
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3.4.1 複数の独立した計算領域が存在する場合の補正






















は、SPFD法と同じようにアドミタンス素子 S1  S6と電流源 Ia; Ib; Icのみで構成される
図 3.3の回路モデルを用いる。節点電位 V1  V 4 を未知数とし、SPFD法と同様に節点
解析法を用いて計算する。それぞれのアドミタンスの値を S1 = 1S=m; S2 = 2S=m; S3 =
3S=m; S4 = 4S=m; S5 = 5S=m; S6 = 6S=m とした。それぞれの電流値は総和が 0でない
回路問題にするため、Ia = 1A; Ib =  2A; Ic =  1A とした．この時の連立一次方程式
は式 (3.20)となる．26664
12  6  5  1
 6 12  4  2
 5  4 12  3















ルは rmin =  0:5[1 1 1 1]t, 残差ノルムは krminkL2 = 1:0 となる．rminを用いて式 (3.3)
のように右辺ベクトルを補正すると連立一次方程式は式 (3.21) のようになる。26664
12  6  5  1
 6 12  4  2
 5  4 12  3














また、補正を行った上で基準点 (V4 = 0) を定め、係数行列を正則化した場合の計算も行
う。この時の連立一次方程式は式 (3.22) のようになる。26664
12  6  5 0
 6 12  4 0
 5  4 12 0



















x = A+b (3.23)



















そのため，rank-decinetであり、右辺ベクトルの要素和が 0でない式 (3.20) の矛盾した
連立一次方程式に対してMoore-Penroseの擬似逆行列を用いた時に得られる解は、残差ベ
クトル及び残差ノルムはそれぞれ，式 (3.18),(3.19) を満たすと予想される．
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表 3.1: スカラーポテンシャル
MPの擬似逆行列 CG法 (補正あり，非正則) CG法 (補正あり，正則化)
V1 7:11 10 2 7:11 10 2 2:13 10 2
V2  9:10 10 2  9:10 10 2  1:41 10 1
V3  2:99 10 2  2:99 10 2  7:98 10 2
V4 4:99 10 2 4:99 10 2 0.0
表 3.2: 残差ベクトル及び残差ノルム
MPの擬似逆行列 CG法 (補正あり，非正則) CG法 (補正あり，正則化)
r1  0:5  0:5  0:5
r2  0:5  0:5  0:5
r3  0:5  0:5  0:5
r4  0:5  0:5  0:5
krkL2 1.0 1.0 1.0
表 3.3: 各節点における電位差
MPの擬似逆行列 CG法 (補正あり，非正則) CG法 (補正あり，正則化)
E1  2:13 10 2  2:13 10 2  2:13 10 2
E2 1:41 10 1 1:41 10 1 1:41 10 1
E3 7:98 10 1 7:98 10 1 7:98 10 1
E4  6:12 10 1  6:12 10 1  6:12 10 1
E5  1:01 10 1  1:01 10 1  1:01 10 1



















TAROモデル [8] を用いた．本モデルは 2 mmの空間分解能を有し、51種類の組織で構
成されている．波源には周波数 85 kHzの微小電気ダイポールを用い、図 4.1 のように数
値人体モデル前方に配置した。外部電界計算時の TAROモデルの材質は完全導体とし，
内部誘導電界計算時の人体組織の電気定数は文献 [10]より引用した．外部電界計算には







総和 Itotal 3:02 10 5
L2ノルム kbkL2 1:21 10 5
Itotal=N 3:63 10 12
最小残差ノルム krminkL2 1:05 10 8
最小相対残差ノルム krminkL2=kbkL2 8:63 10 4




図 4.2: 外部電界強度分布 (0 dB = 2:38 104 V/m
4.3 残差ノルム最小の解の妥当性
実際のばく露評価を想定した計算モデルを用いた時の補正を用いて得られる計算結果の
妥当性について検討する。表 4.1から L2ノルムが 1:21 10 5であるのに対し、外部電界
計算で得られた電流の総和は 3:0210 5 であった。この電流分布に対して補正を行い、残





総和 Itotal = 0である真の電流分布を模擬した．


















真の誘導電界 [V/m] 補正あり [V/m] 相対差
平均値 8:97 10 2 8:98 10 2 0.118 %
最大値 3.83 3.86 0.877 %
99.9 %ile 1.06 1.06  0:33 %
99 %ile 5:96 10 1 5:97 10 1 0.140 %
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(a) 真の誘導電界 (b) 補正あり
図 4.3: 誘導電界強度分布 (0 dB = 3.83 V/m)
図 4.4: 相対差分布
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図 4.5: 相関グラフ (横軸:真の誘導電界,縦軸:補正を用いて得られた誘導電界)
図 4.6: 誘導電界強度による相対差の違い (縦軸:真の誘導強度,横軸:相対差)




 共役勾配（CG: Conjugate Gradient）法
 不完全コレスキー分解付きCG（ICCG: Incomplete Cholesky decomposition CG）法
 不完全 LU分解付き CG（ILUCG: Incomplete LU CG）法
 最小残差（MINRES: Minimize Residual）法
 対称 LQ（SYMMLQ: Symmetric LQ）法
 代数的多重格子法付き CG（AMG-CG: Alegebraic Multi Grid CG）法
を選んだ．CG法，ICCG法，ILUCG法，MINRES法，SYMMLQ法はMathworks社の
MATLAB 2016aの線形代数ライブラリを用いた．なお，計算は単一スレッドで行なった。












時間を比較対象とする．なお，50000反復目の相対残差ノルムは 3:75 10 2 であったた
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表 4.3: 計算実行環境
GPU Tesla P100 PCIe
CPU Intel Xeon E5-2637 v3 @ 3.50 GHz
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